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Nous présenterons ici les familles de polynémes formant une base orthogonal de R[X]| pour

un produit scalaire de la forme (f,g) = /

ment positive et continue, appelée le "poids" et I un intervalle de R.

On trouvera pour

I=[-1,1], w: t — 1 les polynémes de Legendre
I=]-11[w:t— \/# les polynomes de Tchebychev

I =R*", w:t+— e ! les polyndomes de Laguerre
I =R, w:trs e les polyndomes d’Hermite

f(t)g(t)w(t)dt avec w : I — R une fonction stricte-
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1 Généralités

1.1 Existence, unicité et description des polynémes orthogonaux

Proposition 1. Soit I un intervalle de R, w : [ — R une fonction continue strictement
positive. Il existe une unique suite de polynome (P,) orthonormale, da coefficient dominant
strictement positif et tel que ¥n € N,deg(P,) =n

Preuve :
Existence :
On considere la suite (P,) obtenue par procédé d’Orthonormalisation de Gram-Schmidt appli-
qué a la suite (X, )nen
Montrons que (P,) convient par récurrence.
Pour n =0, Py = ﬁ donc Py est a coefficient dominant strictement positif et deg(Fy) = 0
Supposons que pour n € N, P, convient. Montrons que P, convient.

X"+1+>\npn+...>\()P0 ) N . . .
P11 est de la forme T Pt AP D’otu le coefficient dominant de P, est strictement

positif et deg(P,+1) =n + 1.
Comme (P,) est orthonormée, (P,) convient.

Unicité :
On suppose que (P,) vérifie

deg(P,) = n pour tout n € N
P, = { coefficient dominant > 0
(P,) orthonormé

On a alors (pour n =0), 3¢ > 0/Fy = cet ||P|| =1 d'ou ||c|| = 1.
Or ||¢]| = |e] x ||1]] donc ¢ = IT}H Py est donc unique (= H—}H)
oy
Soit n € N tel que Vk < n, P, est unique.
OnaP,y L Py,...,Pyy1 L P,donc Py L Vect(Py,...,P,).
(Py, ..., Py,) est une famille de n + 1 éléments de R,,[X| de dimension n + 1 car échelonné en
degré donc est une base de R, [X].
Comme P, € R,1[X], on a P,;; € R,[X]* 'orthogonal de R,,[X] dans R,,;1[X] qui est une
droite vectorielle.
Soit @, € R,,[X]* non nul,
Il existe ¢ € R tel que P, = c@Q),,.
En passant a la norme, 1 = |c|||@,|| donc ¢ = im.
Il y a donc un unique choix de ¢ donnant ||P,|| positif. Il y a donc unicité de P,. O

Dans toute la suite, (P,) désignera une famille de polynéme orthogonal pour le produit
scalaire (., .).

Proposition 2. Une telle famille de polynome est une famille de polynome scindé a
racines simples et les racines appartiennent a 1.

Preuve : Soit n € N*,
Supposons par 'absurde que P, n’est pas scindé a racine simple sur I.
Notons z1,...,x, les racines de multiplicités impaires dans I et mq,...m, leurs multiplicités
respectives et notons z,...,z}, les racines de multiplicités paires dans I et m/,...m! leurs
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multiplicités respectives.
On a la décomposition :

Posons :
Q—{ (X —z)...(X—z,) sir>1

1 sinon

Ona Q € R,_,[X] donc (P, Q) = /I Pu(t)Q(t)w(t) dt = 0.

— [ R w® I = w) I - at
Id ot i=1 i=1
€ signe constan

>0

La fonction ¢ — P, (t)Q(t)w(t) est donc continue, de signe constant et d’intégrale nulle donc
est nulle sur I par théoreme.

Comme w ne s’annule pas, on a Vi € I, P,(t)Q(t) = 0, donc par intégrité P, = 0 ou @ = 0.
Absurde. OJ

Le fait qu'une famille de polyndémes orthogonaux est scindé a racines simples est souvent
plus facile & montrer directement plutot que d’utiliser cette preuve qui est générale mais fasti-
dieuse.

1.2 Méthode de Gauss

Une utilisation des polyndémes orthogonaux peut étre en analyse numérique pour calculer
efficacement une intégrale d’une fonction polynomiale "pondérée par w" sur un intervalle avec
la méthode de Gauss. Il suffit pour calculer I'intégrale d’une fonction polynomiale de degré
2n — 1, de connaitre la fonction en n points qui sont les racines d’un polynoéme faisant parti de
la famille orthogonale liée au bon produit scalaire.

Proposition 3 (Méthode de Gauss). Soit (P,) la famille de polynéme orthogonauz liée
au produit scalaire (f,g) = [; f(t)g()w(t)dt, et x1,...,x, les racines de P,.
1l existe A1, ..., \, tel que

VP € Ron1[X], /1 P(O)w(t)dt = 3" AP ()
k=1

Preuve : Il existe deux preuves de ce résultat : une élémentaire et une autre qui utilise de
la dualité. Commencons par la méthode élémentaire.

Méthode 1 :
Soit P € Rgnfl[X],
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On effectue la division euclidenne de P par P, : Il existe (Q, R) € R, _1[X]? tel que P = QP,+R.
On a alors

/1 P()w(t) dt = /I Q(t) Py (H)w(t) dt + /I R(H)w(t)dt = /I R(t)w(t)dt

Décomposons ensuite R dans la base des polynomes interpolateurs de Lagrange associé aux
réels x1,. .., 2, qui sont distincts. On a R = Y3} R(xy) Ly (avec Ly = [Tj=q 4 %), comme
P(xy) = R(zy), ona R =33 P(zy) Ly

On a alors

/1 P(Hw(t)dt = /l R(Dw(t)dt = /I w(t)zi:P(xk)Lk(t) dt = Zi:P(a:k) /I W) Ly(t) dt

En posant \y = [;w(t)Lg(t) dt (qui ne dépend pas de P), on obtient le résultat.

Méthode 2 :
Cette méthode s’appuie sur le lemme suivant

Lemme 4. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et g1, . .. g, des formes linéaires
n

sur E. Alors p € Vect(gi,...gn) < [)ker(g;) C ker(yp)
i=1

Preuve : Le sens direct est immédiat. Focalisons nous sur le sens réciproque.

Soit ¢ € E* tel que [ ker(g;) C ker(y). Si (g1, .-, gn) est libre (quitte & extraire des vecteurs),
i=1

complétons les (gq,...,9,) en un en base (gi,...,0n,...gx) de E*. Considérons la base anté-

duale de (g1, ..., gx) que I'on note (eyq,...,ex) qui est alors une base de E.

; ((2)) g +... ;((ee’;)) gn. Pour montrer ’égalité entre

les deux applications, il suffit de montrer que ¢ est nulle sur Vect(e,i1,...,6€x) ce qui re-
vient a montrer que @(e,41) = -+ = p(ex) = 0. Or, Vi > n+ 1,5 < n,g;(e;) = 0 donc

coincide sur (eq,...,e,) avec I'application
Y b n

Vi>n+1,e € () ker(g;) donc e; € ker(yp) par hypotheése. D’ou le résultat. O
j=1

Revenons a la proposition. La fonction ¢ : P +— [; P est une forme linéaire sur Ry, ;[ X]

de dimension finie. En notant g¢i,...,g, les applications P ~ P(zy),...,P — P(z,). La
proposition revient & montrer que ¢ € Vect(gi, ..., g,). D’apres le lemme, cela revient & montrer
n

que () ker(g;) C ker(y).

i=1

Soit P € () ker(g;), alors P(z1) = ... P(z,) = 0, donc P,|P. Il existe alors Q tel que P = P, Q
i=1

et donc /P = /PnQ =0 car deg(Q) < n. D’ou p(P) = 0. O
I I

1.3 Relation de récurrence des polynémes orthogonaux et formule
de Darboux-Christoffel

Les polyndémes orthogonaux vérifient tous une relation du type

XPn - anPn—i-l +ann+CnPn—1
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Pour cela nous pouvons remarquer ceci :

Proposition 5. Pour le produit scalaire (., .), ’endomorphisme P — X P est symétrique.

Preuve : Notons f: P— XP,
Soit P, @ € R[X],

(F(P).Q) = [(tPE)QEw®) dt = [ POGQE)w()dt = (P F(Q))

O
Passons maintenant a la proposition principale :
Proposition 6. Soit (P,) la famille de polynome orthogonauz lié au produit scalaire
(.,.). Il existe trois suites (ay), (bn), (cn) tel que Vn € N, X P, = ap,Pyy1 + b, Py + ¢y P
Preuve : On a deg(XP,) =n+ 1 donc XP, € Vect(F,...P1).
n+1
Il existe Ag, ..., A\pi1 tel que XP, = Z A P. Comme la base est orthonormé, on a
k=0
Vk<n—1,)\k = <XPn,Pk> = <Pn,XPk> =0
N——
deg<n
D’ou XPn = )\nJranJrl -+ )\nPn + )\nflpnfl.
Gn = Apa1,bp = Ap, cn = A1 convient. O

Ces suites (an), (bn), (¢,) permettent de calculer & x fixé, la série génératrice de la suite de
“+oo
polyndomes définies par Z P.(z)t
n=0
Ces suites apparaissent également dans la formule suivante :

Théoréme 7 (Formule de Darboux-Christoffel).
Soit x,y € R? etn €N, on a

—9) > Pi@)Py) = an(Puss (@) Pa(y) — Poss(y)Pa(a))

=0

Preuve : Pour n = 0, la formule devient (z —y)Py(z) Po(y) = ao(Pri(z) Po(y) — Pi(y) Po(x)).
Or P, est un polynome constant non nul. Notons ¢ = Fy. En simplifiant par ¢, ’égalité a montrer
est équivalente a (x — y)Py(z) = ao(Py(z) — Pi(y)). Or P; est un polynéme de degré 1. Notons
P, = aX + (. Grace a la formule précédente (qui est vraie pour n = 1, X Py = agP, + by Py).
En identifiant le coefficient devant X on obtient ¢ = qqa.
D’ot on a ag(Pi(x) — Pi(y)) = aga(z — y) = (v — y) Po(x).

Soit n € N*,
Posons A,, = (z — y) P;(x)P;(y). On a alors :
Ap—An g =(x y)Pn@) n(Y)
= 2Py (2)Po(y) — yPu(z) Pa(y)
= (anPpui1(2) + by Po(2) + cuPa1(2))Pu(y) — (anPrs1(y) + buPo(y) + cnPuo1(y)) P (2)
= an(Pr1(2) Po(y) — Pay1(y) Pu()) — cn(Po() Paa(y) — Pu(y) Paa(z))
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On a donc un téléscopage dans le cas ou ¢, = a,_1. Et c’est le cas! Il suffit de vérifier : En
utilisant la proposition 5 a n, on a X P, = a, P41 +0b, P, + ¢, P,y d'ou (X P, P,_1) = ¢,. Mais
<XPn, Pn—1> = <Pn,XPn_1> = Up—1- D’ou Ap—1 = Cp.

Par télescopage, on a A, = > 1 (A — A1) + Ao = an(Prs1(2)Po(y) — Poia(y)Po(z)) O

Passons maintenant aux familles de polyndémes orthogonaux pour des produits scalaires
particuliers.
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2 Polynomes de Legendre

Considérons dans un premier temps le produit scalaire définies sur I’ensemble des fonctions
continues de —1 a 1 par

(9= [ fwate)ar

-1

Pour n € N, posons L,(X) = 52 [(X? — 1)"]™.

2mn)
Les polynomes (L,) sont appelés les polynémes de Legendre.

La formule de Leibnitz permet de trouver une autre expression (souvent plus commode) de
L,. En effet,

L (X) (X +1)"(X - 1™ =

g 3 (1) (4 D = 1y

~ onpl

1 & (n\oAl o Nl i
:2nmz<k>m(X+l) oY

Par exemple, cette formule permet de trouver le coefficient dominant : chaque terme de la

2
somme est un polynome de degré n de coefficient dominant (Z) , donc le coefficient dominant

2 2n

1 & n

de L, est on > (Z) = (Qn) d’apres la formule de Vandermonde Montrons que la famille (L,,)
k=0

est une famille orthogonale pour (., .).

Soient ¢, j € N tel que ¢ < j. Montrons que (L;, L;) =0

1 1 d7 ,
(Lo L) = i || Ta0) g l6° = 1]
En intégrant par parties, on a :
1 di-1 , 1 1 Qi+t '
(Li, Lj) = 21 (ldtj_l[(tQ — 1] x Li(t)]_l - /_1 Li(t) dtit1 [(#* = 1)] dt)

Or comme 1 et —1 sont des racines de multiplicités j de (X2 — 1)/, le crochet est nul. Donc on
obtient :

1 T Jit! N i
(Lo L) = =5 [ L0 g [0 = 1]

En ré-itérant des intégrations par parties, on obtient apres j itérations :

(Li, L) = (=1 /1 L9t x(2—1) dt
J 2-7j' —1 Hl,_/
=0 car deg L;=i<j

=0

La famille (L,) est bien orthogonale.
Calculons la norme des polynémes L,

—1) 1 . A
(L, Li) = (2%3 /_1 L s (£ — 1) dt
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21
Comme le coefficient dominant de L; est % donc on a L
calculer [!,(t> — 1)*dt. 11 suffit d’intégrer par parties

. 24 .
z(l) (t) = 1! (22) = (221-12.)!!. Il suffit alors de

1 . 1 . .
/(tQ—l)’dt:/ (t— )it + 1) dt
-1 -1
) 1i+
o [P -
t+1 ]

=(-1)'~ L : /1 (t+1)%dt
(t+1) x -+ x(2i) J—1
i i1 [(t+1)%+! 1

-0 | I

i 1 , ,
t— D)4+ 1) de
el ISV (Ea)

2t +1
g2 92itl
= (V' a1
(2i)!2i 4+ 1
Alinsi,
—1)% (24)! 12 %Al 2
(Lo Ly = SDCOY gy i 2
241 24 (20)12i4+1  2i+1

D’ou Vn € N, ||L,|| = ,/2n2+1.

Comme mentionné précédemment, nous pouvons retrouver (sans utiliser la proposition 2)
que les polynémes L,, sont scindés a racines simples :

Proposition 8. Pour tout n € N, L,, est scindé a racines simples

Preuve : Fixons n € N,
Posons pour k € N, P(k) : "Si k < n, [(X? — 1)"]*®) admet au moins k racines distinctes dans
] -1, 1[”
Montrons que P(k) est vraie pour tout k € N par récurrence.

Pour k = 0, On a k < n et [(X? — 1)"© = [(X? — 1)"] qui n’admet pas de racines dans
] -1, 1[

Soit k € N tel que P(k) est vraie. Montrons P(k + 1).

Sik+1>n,P(k+1) est vraie

Si k+1 <n,alors k < n donc par hypothése de récurrence le polynéme [(X? — 1)"]*) admet
k racines distinctes dans | — 1, 1[. Notons z1, ...,z ces racines.

La fonction [z — (22 — 1)"]*) est continue sur [—1,1] et dérivable sur | — 1,1[ et s’annule en
T1,..., T mais aussi en —1 et 1 car 1 et —1 sont des racines de (X? — 1)" de multiplicités n
et k < n. Donc d’apres le théoréme de Rolle, [z + (22 — 1)?]*+1) g’annule sur les intervalles
| =1, z1[, )21, 22, .. ., J2k—1, 2i[, ]2k, 1[. Donc [(X2 —1)"]**+1D a au moins k + 1 racines distinctes
sur | — 1,1[. P(k + 1) est vraie.

Par récurrence, Vk € N, P(k) est vraie. En particulier pour k& = n, L, admet au moins n
racines dans | — 1, 1[. Comme deg(L,) = n, L, est scindé a racines simples. O

On peut également trouver d’autres propriétés des polynomes de Legendre notamment la
parité :

Proposition 9. L, est pair pour n paire et impair sinon
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Preuve : Montrons que ¥n € N, L,,(X) = (=1)"L,(—X). Pour cela nous allons nous ap-
puyer sur l'unicité de la famille de polynéme orthonormée liée au produit scalaire (., .).
Soit i, 5 € N,

. . ool
(1 Li(=X), (-1 L (X)) = (<) [ Li(=0)L;(~) dt
ool
= (=1)"* / L;(t)L;(t)dt  avec le changement de variable v = —t¢
-1
=0 par caractére orthogonal de (L)

Ainsi la famille ((—1)"L,(—X)) est orthogonale, avec Vn € N, deg((—1)"L,(—X)) = n et est a
coefficient dominant strictement positif. De plus,

I LY = (1% [ L)L) de = ||

Donc la famille (%) est orthonormée. Par unicité, on a Vn € N, &

D'ou Vn € N, (—=1)"L,,(—X) = L,(X) ce qui est le résultat attendu.

D"Ln(=X) _  Ln(X)
ILn (Ol [[Ea(X)I]

Cette parité permet notamment de calculer facilement la suite (b,) liée & L,. En effet, on
a:
Vn € N,X.Pn = CLnPn+1 +ann —I—CnPn_l,
En évaluant en —X on obtient

—XP,(—=X) =a,Pry1(—X) + b, Po(—X) + c Pro1(—X)
(_1)n+1XPn(X) = (_1)n+1anpn+1(X) + (=1)"bp Po(X) + (_1)n_lcnpn—1(X)
XP(X)=a,Py1(X) = b, P(X) + ¢, P 1(X)

D’ou comme cette égalité est valable pour tout n € N, b, =0
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3 Polynémes de Tchebychev

Intéressons nous maintenant a la fameuse suite de polynéomes de Tchebychev.

3.1 Définition et propriétés

Les polynémes de Tchebychev proviennent de la remarque suivante :
Soit a € R,

cos(2a) = cos(a)? — sin(a)?
= cos(a)? — (1 — cos(a)?)
= 2cos(a)® — 1
cos(3a) = cos(2a) cos(a) + sin(2a) sin(a)
= (2cos(a)?® — 1) cos(a) + 2 cos(a) sin(a)?
= (2cos(a)?® — 1) cos(a) + 2 cos(a)(1 — cos(a)?)
= 4 cos(a)® — 3cos(a)

On conjecture que pour n € N a € R, cos(na) s’exprime en un polynéme en cos(a). Ceci
motive la définition suivante :

Proposition 10. [l existe une unique famille de polynomes T, tel que ¥Yn € NVt €
R, cos(nt) = T, (cos(t))

Preuve :
Unicité :
Supposons qu’il existe deux familles de polynomes (S,,) et (7)) vérifiant les conditions de la
proposition. Alors pour n € N, (S, — T},)(cos(t)) = 0. Donc S,, — T,, s’annule sur l’ensemble
{cos(t),t € R} qui est infini. Donc S,, — T;, admet une infinité de racines donc S, — T,, = 0 d’on
S, =T,

Existence :
On peut construire les T, par récurrence, en effet posons Ty = 1, 77 = X et pour n € N,

Tn+2 = 2XTn+l =T,

Montrons qu’'une telle suite de polynémes convient par récurrence double.
Ty et T conviennent.

Soit n € N tel que T, et T,,;1 conviennent. Montrons que 7, convient.
Soit t € R,

Thi2(cos(t)) = 2 cos(t)Th41(cos(t)) — T (cos(t))
= 2 cos(t) cos((n + 1)t) — cos(nt) par hypothese de récurrence
= cos(n + 2)t)
= cos((n + 2)t)

Donc T},42 convient.
Par récurrence, la suite (7},) convient. O

+ cos(nt) — cos(nt) par par formule de linéarisation

Une autre maniere de prouver 'existence est de donner une forme explicite de 7},, notam-
ment en utilisant la formule de De Moivre :



Polynoémes orthogonaux 11

Pour n € Nt € R, cos(nt) = R(cos(nt) + isin(nt)) = R((cos(t) + isin(t))")

(cos(t) + isin(t))" =3 <Z> * sin(t)* cos(t)"*

k=0

Comme i* € R <= 2]k, on a

cos(nt) = i Z) i* sin(t)* cos(t)" 4

On peut alors poser :

Avec la relation de récurrence que vérifie T},, on trouve par récurrence immédiate :

Proposition 11. T, est un polynome a coefficients entiers, de degré n, de coefficient
dominant égal a 27!

T, est scindé & racines simples : pour 6, = = +*%. On a cos(nfy) = cos(%+kr) = 0. Dou
(cos(0y))
=Ty (cos(0y

les (cos(0))kefo,n] sont racines de T), qui est de degré n. Comme les cos(fy) sont distincts, 75,
est scindé a racines simples.
On peut alors écrire

T km

n—1
vn e N T, =2""" [ (X — COS(% +—))

k=0 n

De plus, pour tout ¢ € [—1,1], il existe # € R tel que ¢ = cos(¢) donc
| T0 ()| = [Th(cos(f))| = [ cos(nf)| < 1

Donc Vt € [—1,1],|T,,(t)] < 1 avec égalité en t = cos(**) avec k € [0,n].
- 1 sik paire
w)yona To(z) = —1 si k impaire
Comme T,(—1) = T, (cos(m)) = cos(nm) = (=1)" et T,,(1) = T,,(cos(0)) = 1.
On a les encadrements suivants : —1 =z, < Tp_1 < 21 < - < 21 < X9 < 20 = 1 d’ou T,, est
monotone sur les intervalles |z 1, 2|
On observe que les polynémes de Tchebychev oscillent dans [—1,1]. Le résultat suivant

précise ce résultat.

Notons alors z;, = cos(

n
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FIGURE 1 — Représentation graphique de T3, T}, et T

3.2 Théoreme de meilleure approximation

Théoréme 12 (Théoreme de meilleure approximation).
Soit n € N*, pour tout polynome P a coefficients réels unitaire de degré n, on a

1
sup |P(x)| >
xe[—1,1}| (=) 2r=1

avec éqalité si et seulement si P = W%Tn.

Preuve :

Inégalité :
Soit P un polyndme unitaire de degré n. Nous noterons ||P|| = sup,¢_1 1) | P(7)]
Montrons que ||P|| > 5.
Par 'absurde supposons ||P|| < 5=, posons Q = P — 5.55T),.

Q est de degré n — 1 car P et zn%lTn sont unitaires de degré n et on a

Q(e0) = Plao) — gy Tulz0) <0 ear [[Pl| < 5y
Q1) = P(a1) + 5y Ta() > 0

Q(z,) <0

Donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (comme @ est continue), () s’annule sur
chaque segment |z;1, x| donc au minimum n fois.

D’ou @ = 0 car deg(Q) = n — 1. Absurde. D'ott ||P|| > 5

Cas d’égalité :

Supposons que P vérifie || P|| = 5.

Reposons () = P — %%Tn. Montrons que @ est nulle.

On a comme précédemment Q(zp) > 0,Q(z1) <0, ...

Si toutes les inégalités sont strictes, on peut conclure comme dans le cas d’inégalité.

Posons pour k € [0,n— 1], Py : "Si Q(zx) # 0, alors @ posséde au minimum £ racines comptées
avec leurs multiplicités sur [z, 20] (= |2k, 1]) et si Q(zx) = 0, @ possede k + 1 racines comptées
avec leurs multiplicités sur [z, 2"

Py est vrai.

Soit k € [0,n — 1] tel que Py_; est vraie. Montrons Pj.

— Si Q(Zk) =0
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P(z) — 2n¥_1Tn(zk) =0 d’ou P(z) = izn%l donc z, est un extremum locale de P qui est
=11

dérivable sur un ouvert contenant z; donc P'(z;) = 0. Comme 7}, (z;) = 0, on a Q’(z;) = 0. z

est donc racine de multiplicité au moins double de (). Par hypothese de récurrence, () possede

au moins k — 1 racines dans [z;_1, 29| donc possede k + 1 au moins racines dans [z, 1].8

— Si Q(zk) # 0 et Q(z,—1) = 0.
Par hypothese de récurrence ) possede k racines sur [zp_1, 29] donc @) posséde k racines sur

v

[Zk, 1]&

On a Q(zx)Q(zx—1) < 0 donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, () s’annule sur
|2k, 2zK—1] donc @ s’annule au moins k fois sur [z, zo|

Ainsi, par récurrence P, est vraie donc si Q(z,-1) = 0 alors () posseéde au moins n racines
dans [—1,1] et si Q(z,) # 0 alors Q(20)Q(zn—1) < 0 donc de méme @ s’annule sur | — 1, 2,4
donc comme on a au moins n — 1 racines sur |z, 1, 29[, @ s’annule au moins n fois sur [—1, 1].
Comme deg @ =n — 1. Q est le polynéme nul. 0

Remarque 13. Ce résultat est un cas particulier d’un théoréme plus général : On dit qu’une
fonction f équi-oscille sur n 4+ 1 points d’un intervalle [a,b] §’il existe zg,...,z, € [a,b] tels
que Vi € [0,n],[f(2i)| = supsepay |f(t)] et pour i < n, f(2i11) = —f(2i). Les polynomes de
Tchebychef T,, equi-oscille donc sur n + 1 points de [—1,1]. On peut démontrer que pour
une fonction f continue sur [a, b] & valeurs réelles, il existe un unique polynéme (de meilleure
approximation) qui réalise le minimum de distance de f a R,_;[X] au sens de la norme uniforme
et ce polynome P, est caractérisé par le fait que f — P, équi-oscille sur au moins n + 1 points
de [a, b].

Ici on a que pour [a,b] = [—1,1], le polynéme Zfil — X" réalise le minimum de la distance de
X" a R, 4[X].

Application du théoréme de meilleure approximation

Une des application du théoréme de meilleure approximation est de minorer I’erreur commise
lors de I'interpolation de Lagrange.
Soit f € C""([a,b]), xo,...,xn € [a,b] distincts. Notons L; le polynéme d’interpolation de

Lagrange de f aux points zo, ..., z,. On peut estimer I'erreur f — Ly :

Fixons zd € R,z ¢ {xo,...,z,}, posons P(z) = [[(z — ;) et étudions la fonction g : ¢
i=0

f(t) — Ly(t) — MP(t) avec M une constante (qui dépend de x) tel que g(z) = 0.

g s’annule en xg,...,x,,r donc en au moins n + 2 points. D’apres le théoréeme de Rolle, ¢’

s’annule au moins n + 1 points distincts, en ré-appliquant le théoréeme de Rolle ¢” s’annule au
moins n points distincts. En itérant ainsi n + 1 fois le théoréme de Rolle, on obtient que g™*+"
s’annule en au moins un point c,.

Or, g™V (c,) = f"(c,) — M(n+ 1) dott M = F0 () O obtient donc

(n+1)!
f(n-i—l)(cm)
Va € [a,0], 3¢, € [a,b]/f(x) — Ly(z) = P(fﬁ)m
(La formule est vraie pour x ¢ {xg,...,z,} et est triviale pour z = xg,...,x =z, )

Remarque 14. Ce schéma de preuve (méthode la fonction auxiliaire) consistant a introduire
une fonction avec une constante telle qu’on ait une annulation en un z fixé pour ensuite ap-
pliquer le théoreme de Rolle est un schéma de preuve classique et est utilisée pour démontrer
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I’égalité des accroissements finis par exemple. Ce type de preuve est aussi utilisé pour donner
une forme explicite de 'erreur dans 'interpolation d’Hermite.

On a alors
f(”H)(Cz)
— L <|P _
@) = Lyto)] < [Pl
< sup |P(x)| sup |f"V(x)
(n 4 1)! veap) [P vefa ] | @)l
sup [f(z) = Ly(z)] < sup |P(z)] sup |f"V ()|
x€|a,b] d (7’L + 1)' z€|a,b] z€la,b]
Ainsi, dans le cas [a,b] = [—1,1], pour minimiser l'erreur entre f et L; il faut choisir P tel
que sup |P(x)| soit minimale. Or comme P est un polynoéme unitaire de degré n + 1, le
z€[—1,1]

théoreme d’approximation montre que cette quantité est toujours supérieure a 2,%1 et il faut
avoir P = Qn%lTn pour que cette valeur soit minimale.

3.3 Orthogonalité

Dans toute la suite, on considere le produit scalaire définie sur les fonctions polynomiales

définie par (P, Q) = [1, P00 gy

Montrons que (7},) est une famille orthogonale pour (.,.).

Soit n,m € N, (Ty(t), Tu(t)) = /_11 ﬂ:ﬁ?_igt) dt
LT, (6)T(t) 4 — /7r T, (cos 0)T,,(cos )
-1 V1-¢t2 0 V1 —cos 62

sin 0d6 par changement de variable bijectif C' : ¢ = cos @

™ sin 6
= T, 0T, 0 do
/0 n(cos 0)T,,(cos0) sind]
———
=1 car 0€[0,n]
= /7r cos(n#) cos(mb)do
0

= /ﬂ i(cos((n + m)#) + cos((n — m)#))do

Sin #m,
=0

sin((n 4+ m)0) N sin((n —m)0) "
n+m n—m

(T(t), To(t)) = [

Donc la famille (7;,) est orthonormée pour (.,.).

0

3.4 Polynéme de Tchebychev de second espéce

De méme que l'on a définit le polynéme 7,, comme 'unique polynéme vérifiant pour tout
0 € R,T,(cosf) = cos(nh). On peut se demander si il existe une unique famille de polynéme
P, telle que V8 € R, P,(cos ) = sin(nd).
Or, en regardant sin(26), on obtient sin(20) = 2cos(f)sin(f). On voit qu’il n’existe pas de
tel polynome. Cependant, a un facteur sin(f) pres, on peut trouver une famille (unique) de
polynéme (U,,) telle que VO € R,sin(0)U,(cosf) = cos(nf). Ces polynémes sont appelés les
polyndémes de Tchebychev de second espéce.
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Il existe une relation entre les polynémes de Tchebychev de premiere espéce et les polyndémes
de Tchebychev de second espeéce, en effet, en dérivant la relation T, (cos ) = cos(nf), on obtient
sin 07}, (cos ) = nsin(nf) d’ou sin §(77,)(cos§) = sin(nf) et par unicité de la famille (U,) on
obtient Vn € N*, U, = 117
Cette formule permet de déduire des propriétés des polynomes de Tchebychev de premiere
espece, des propriétés des polynomes de second espece (degré, coefficient dominant etc...).
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4 Polynémes de Laguerre

Intéressons nous au produit scalaire définis sur les fonctions f dont la fonction ¢ + f(t)%e™
dont nous justifierons la définition :

Proposition 15. L’ensemble € = {f € C°(RT,R)/t — f(t)%e" est intégrable } muni du
+oo

produit scalaire (f, g) = / f(t)g(t)e " dt définie un espace préhilbertien réel contenant
0

[’espace des polynomes.

Preuve : Montrons que £ est un sous-espace vectoriel de C°.
La fonction nulle appartient bien évidemment a &.
Pour f,g € £, X € R, on peut déja remarquer grace I'inégalité

Vi e RY,|F()gt)] < =(f(1) + g(t)?)

DN | —

, donc par comparaison, la fonction fg € £.

Ainsi comme (f(t) + Ag(t))%e™ = f(t)%e™" +2X\f(t)g(t)e™ + g(t)’e™", t — (f(t) + Ag(t))%e™
est intégrale en tant que somme de fonctions intégrables. Donc f + \g € &.

+oo
Pour f,g € &€, L'intégrale / f(t)g(t)e " dt est donc bien définie et on vérifie aisément que

cela définit un produit scalaire sur &£.

Soit P € R[X], t — P(t)%e™" est continue par morceaux sur [0, +ool et P(t)’e™" = o (%)

t—-+o0

O =

donc par comparaison, t — P(t)%e™" est intégrable sur [1, +oo[ donc sur [0, +oo].

Définissons alors la famille de polynémes de Laguerre par :

- 4"
(-1,

L,:z~
" n! da™

(")

Proposition 16. Pour tout n € N, L,, est polynomiale de degré n et de coefficient domi-
nant %

Preuve : Posons h,, : x +— 2" ", e, : x — x"

Pour n € N,z € R. D’apres la formule de Leibnitz, on a

) =3 (1) @t

n 2
D'ou h{M(z) = e ) (Z) El(=1)"F2"* Don :

o
Lu(a) = g 3 -yt

=0

£ () e

L,, définit bien une fonction polynomiale de degré n de coefficient dominant % O
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Pour montrer que la famille (L,) est une famille de polynémes orthogonaux. Montrons
d’abord le lemme suivant :

Lemme 17. Pour toute fonction g polynomiale, n € N, (g, L,) = L(g™ e,)

Preuve : Soit n € N,

<_1)n o (n) A ) N "
(9,L,) = ' / e ‘eth " (t)g(t)de qui existe d’apres la proposition 10
n! Jo

(~1)allg, Lo = [ B E)g(0)

Les fonctions g et A"~ sont de classe C* sur R* avec gh{"~!) —, 0. Par théoréme d’intégra-
tion par parties généralisées :

(—1)"nl{g, L —M /+OO hV(t)g'(¢) dt

car Vk<n,i h¥) (0)=0

D’ou en itérant,

0 [ by ) ae
(—1)" /0 = e~ g™ () dt
(=1)"(g"™, en)

D’ou le résultat. O

On peut ainsi montrer que la famille est orthogonale :

Proposition 18. (L, ).en forme une famille orthonormée pour (., .)

Preuve : Soit m,n € N avec m # n, supposons m < n.

1
(Lns L) = = (L$, en) = 0 car deg Ly, =m < n
n!
Et de plus,
Lo
<Lna Ln> - E<Ln 7€n>
1
= H<17 en)

1 1 jteo
=—(Len) =~ / e 't"dt =1 en reconnaissant la fonction Gamma
n! n! Jo

O
On a montré précédemment, que pour tout n € N, il existe a,,b,,c, tel que XL, =
anLpi1 + by Ly, + ¢, Ly, 1. Explicitons ces suites :
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1 n+1
an = (XLn, Lps1) = m((t = L, ()", )
1 (41T
B M< n!  Ent1)

(n+1)!x coeff. dominant deX Ly,
1 ptoo
= = et dt =n+1
n!Jo

Lt o 4L, ()™, e,

~ ol

1
= E@ = (n+ 1)t —n?e,)
2

1) oo o0
_n+D) / et dt — / et dt
0 0

n! n!

Cn = <XLnaLn71> = <Ln>XLn71>

_ ;((t s Ly (1)) )

1 n! n!

A T o)

D'ou Ve € R,Vn > 1,2L,(x) = (n+ 1) Lypy1(x) + (2n+ 1)L, (z) + nly_1(2)
En appliquant en n — 1, on a :
xr—2n—1 n—1

Vn > 2, Ly(w) = L) -

Ln_2($)
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5 Polynémes d’Hermite

Considérons de méme l'ensemble € = {f € CT°(R,R) tel que ¢t — f (t)%‘t2 est intégrable .
& est un espace vectoriel contenant ’espace des polynomes, et de méme, pour f,g € £,t —
f(t)g(t)e ™ est intégrable. On peut donc définir le produit scalaire sur & :

(f.9) = [ FBgwe " at
Définissons la famille de polynomes d’Hermite :

2dn 2
Hy e (1) e
v (1) (o)

Proposition 19. Pour tout n € N, H, est une fonction polynomiale de degré n, de
coefficient dominant 2"

Preuve : Montrons que H,, est une fonction polynémiale de degré n, de coefficient dominant
2™ par récurrence.
On a Hy = 1. Soit na € N tel que H,, est une fonction polynomiale de degré n, de coefficient
dominant 2".

2 (YH_1 g2
dxn—‘rl (e )

o d  dv
= (1S ()

2

e H,(z))

Vi € R, Hppa(z) = (—1)" e

= (e (-

= —e”’(—2ze " H,(x

Vo € R, Hyyy(z) = 22 H,(x) — H) (x) (%)

~—

+eH (1)

~—

Ainsi, si H, est polynomiale de degré n de coefficient dominant 2", alors H,; est polynomiale
de degré n + 1 de coefficient dominant 2" (car deg H!, < n) O

(Hp)nen forme (sans surprise) une famille de polyndémes orthogonaux pour (.,.) :

Soit m < n. (Hy, Hy,) = o Hy(t)Hp (t)e™" dt.
Or comme e~ H,(t) = (—1)" 2= (e~*) donc t — e~ H,(t) admet pour primitive

de”
n dr—1 ) 2
(_1) dtn_l (6 ! ) = —lp—1€ !
. Donc en posant u(t) = H,,(t) et v(t) = —H,_1e™"

u et v sont de classe C! et Jim wv(t) = 0 (par croissance comparée).
[e.9]

D’apres le théoreme d’intégration par parties généralisée :
/ H,(t)H,,(t)e " dt = / H,_1(t)H! (tH)e " dt
R R

En ré-itérant, on a
/ O(t)]i'rg?)(t)eit2 dt - O car deg Iim =m<n
R



Polynoémes orthogonaux 20

De plus,

<Hm Hn> - /

R

=0 H,y(t) Hyy () dt = / = Ho(t)H™ () dt
R
= [ e 2"l dt
R
= 2"nl/7

Comme précédemment, il existe n € N tel qu'il existe a,, b,,c, tel que XH, = a,H, 1 +
ann + Can_l.
On peut calculer les suites a,, b, et ¢, comme pour les polynémes de Laguerre, en effectuant

des produits scalaires et en calculant des intégrales mais une méthode plus directe utilise la
relation (x).

En effet, (x) permet de déduire que Vn € N, H) = 2nH,,_; (*x) par récurrence :
La relation est vérifiée pour n =0 car H; =2X et Hy =1
Supposons la relation vérifiée pour n — 1 quelconque, comme on a H,, = 2XH,_ — H/

o1, €n
dérivant :

H, =2H, 1+2XH, ,—H, |
=2H, 1+2X(2(n—-1)H, 3) —2(n—1)H]_, par hypothese de récurrence

= 2Hn—1 + 4(n — ].)XHn_Q — 2(n — ].)H;L_2
= 2(71, - 1)(2XHn,2 - H;le) + 2Hn71 = 2(n - 1)Hn71 + 2Hn71 = 2an,1

Ceci acheve la récurrence.

Comme H,.1 = 2XH, — H] par (x) d'ou H,.; = 2XH, — 2nH,_; par (xx) ce qui donne
finalement la relation :

XH, = ;Hnﬂ —2nH,
La relation (x*) permet également de montrer que H,, vérifie I’équation différentielle
y" —2xy 4+ 2ny =0
En effet, pour n € N,

H! —2XH +2nH, =2nH, | —4nH, 1+ 2nH,
=2n(2(n—1)H,_5) —4nXH, 1 + 2nH,
= 2n(Hn - 2XHn,1 - 2(n - 1)Hn72)
=0
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